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Compter

 D’après Stanislas Dehaene (La bosse des Maths, éd. Odile Jacob), l’homme, de même que la 
plupart des animaux, dispose d’un accumulateur intégré qui lui permet de « peser » des quantités : 
deux zones spécialisées du cerveau sont sollicitées. Dans une zone du cortex frontal on compte de 
1 à 4 directement ; lorsque les quantités considérées deviennent plus importantes une zone plus 
profonde intervient et prend le relais : on va s’attacher { estimer le résultat et non { compter 
directement.
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La solution est venue il y 
a quelques milliers 
d'années : il s'agit 

d'éviter d'aligner plus de 
quatre traits successifs. 

Le nombre 5 devient 
quatre entailles 

traversées par une barre. 
Puis une barre barrée 

puis un V. 

IIII IIII II

Sur un os vieux de 10 000 ans, 
image d'un sanglier avec 17 
traits. 
Le chasseur y décrit 
certainement ses chasses. 



Egypte

 La numération écrite égyptienne est fondée sur la base 10. Lorsqu’il s’agit de ce que l’on pourrait 
appeler la numération gravée (hiéroglyphes), chaque puissance de 10 possède un signe propre : 

 pour représenter un nombre on accole les symboles sans ordre bien établi, avec parfois des 
simplifications : sur la photo, les hiéroglyphes symbolisent le chiffre 4622. 

Unité 

Dizaine

Centaine 

Millier 

10 000

100 000

1 million

Quatre fleurs de lotus = 4 milliers = 4000

Six spirales = 6 centaines = 600

Deux U à l'envers = 2 dizaines = 20

Deux barres à gauche = 2 unités = 2

1 15

2 30

4 60

8 120

La multiplication s’effectuait par doublements successifs.

Par exemple on veut multiplier 15 par 13, on dispose les opérations en colonne : d’un côté les multiples de
2, de l’autre 15 fois les puissances de 2. Comme 13=1+4+8, on a 13.15=15+60+120=195.

De tels procédés ont duré très longtemps, par exemple dans la paysannerie russe.

De nombreux raccourcis sont possibles (multiplier par 10 est assez simple…). Pour la division on applique
la même méthode mais à l’envers : on divise le dividende par 2 aussi longtemps que nécessaire et on
recompose le résultat.



Babylone

 La numération savante babylonienne (qui n’est pas celle utilisée au quotidien), { peu près 
contemporaine de la numération égyptienne (1800 av. J. C. environ) est une des plus 
remarquables. Son influence est encore très forte dans les mesures de temps, d’angles, d’arcs. Elle 
utilise d’une part la base 10, mais pour les entiers inférieurs { 60. 

 Pour ces nombres elle procède comme pour les hiéroglyphes et emploie le signe  pour les unités 
et le signe  pour les dizaines. Ces deux symboles se forment chacun d’un seul coup de stylet sur 
la tablette d’argile et permettent une écriture rapide ; par exemple 34 s’écrit .

 Au del{ de 59 l’écriture devient une écriture de position { base 
60 où le symbole pour 60 est toujours  : 61 s’écrit alors , 365 
s’écrit 

 

 

 Le manque de symbole pour le zéro se faisait cruellement 
sentir : 61 = et 3601= (602+1) ne se distinguent que par 
l’écartement plus ou moins grand entre les « chiffres ». Le zéro 
apparaîtra néanmoins vers la fin de l’époque grecque classique, 
soit vers 300 av. J. C. 



Bases de numération

 Diverses sortes de bases ont été utilisées : 5, 10, 12, 20, 60 et même 2 (quelques populations de 
Nouvelle-Guinée) ou 3 (certaines tribus indiennes ou africaines). Il y a même une tribu qui 
comptait en base 27 (tous les doigts et orifices du corps humain y passaient…).

 D’une manière générale si on fixe une base B, on disposera de B symboles distincts représentant 
les nombres de 0 à B − 1 et un nombre s’écrira sous la forme d’un polynôme de B :

N = a.B0+b.B1+c.B2+d.B3+…

 En base 10 : 542=2.100+4.101+5.102, en  base 6 : 542=2.60+4.61+5.62 =206.

 Par exemple en base 2 on dispose de 2 symboles : 0 et 1 et un nombre s’écrit par exemple

111010 = 0.20+1.21+0.22+1.23+1.24+1.25 = 58.

 A l’inverse, connaissant la valeur décimale, comment obtenir la valeur dans la base B ?

 Par exemple 321 en base 3 : les puissances successives de 3 sont 1, 3, 9, 27, 81, 243, … On voit de 
suite qu’il faut 1 fois 243, reste 78, 0 pour 81, 2 fois 27, reste 24, 2 fois 9, reste 6, 2 fois 3, reste 0. 

 Notre nombre s’écrit donc 102220. 

 Maintenant avec l’informatique on utilise souvent la base Hexadécimale (16) et on rajoute les 
symboles suivants { 0, 1, 2,…, 9 :  (10)   (11)   (12)   (13)   (14)   (15).

 Par exemple  représente le nombre 15.16 + 15 = 15.17 = 255.



Chiffres

 Les chiffres indiens puis arabes puis occidentaux

 Les chiffres chinois et le zéro (sifr)



Entiers

La définition moderne des nombres entiers N nécessite un certain nombre d’axiomes (dits de Peano) :

 L'élément appelé zéro et noté 0 est un entier naturel. 

 Tout entier naturel n a un unique successeur, noté s(n) ou Sn. 

 Aucun entier naturel n'a 0 pour successeur. 

 Deux entiers naturels ayant même successeur sont égaux. 

 Si un ensemble d'entiers naturels contient 0 et contient le 
successeur de chacun de ses éléments, alors cet ensemble 
est égal à N. 

Le premier axiome permet de poser que l'ensemble des entiers 
naturels n'est pas vide, le troisième qu'il possède un premier 
élément et le cinquième qu'il vérifie le principe de récurrence.

Il est nécessaire de définir un ordre total sur N en posant que 
a ≤ b s'il existe un nombre c tel que a + c = b. 

Alors Nmuni de cet ordre est un ensemble bien ordonné : tout 
ensemble non vide de nombres naturels possède un plus petit 
élément (absolument indispensable pour l’arithmétique).



Gödel
 La conjecture de Goldbach (18ème siècle, 1M$) énonce que tout nombre pair peut 

être écrit comme somme de deux nombres premiers (18=1+17=5+13=7+11). 

 Depuis on a réussi à montrer quelques « petites » choses (Vinogradov, Chen) mais 
pas la conjecture. La question se pose de savoir si dans le cadre de l’axiomatique 
de Peano la démonstration est possible.

 Kurt Gödel a montré en 1931 que dans n’importe quelle axiomatique permettant 
la création de N, il existe des énoncés indécidables.

 La Méthode de Gödel : une démonstration est une suite d’énoncés construits { 
partir d’éléments de base, signes en nombre illimité si on veut. 
On associe un nombre premier à chaque signe  :

 on associe alors { chaque série de termes P=(a, b, c,  d, …) le 
nombre N=2a.3b.5c.7d…., factorisation unique d’un nombre 
représentant la proposition P.

 par exemple la phrase « x=1 » se traduit par le triplet (19, 2, 1), 
soit N = 219.32.51. Réciproquement tout nombre N, ayant une 
décomposition unique, représentera une unique proposition P.

 Gödel a trouvé un nombre M dont la traduction est « la 
formule correspondant à M n’est pas démontrable à 
l’intérieur du système » ; la proposition correspondant à M est 
donc Q :« je ne suis pas démontrable » !

 Si Q est démontrable, elle est en contradiction avec elle-
même. Si elle n’est pas démontrable (fausse), alors elle l’est : 
elle est indécidable.

1 1

= 2

non 3

+ 5

….. ……

x 19

y 23



Rationnels

 Les Grecs du 5ème siècle av. J.C. considéraient, à la suite des Egyptiens et des Babyloniens, les 
quotients d’entiers comme unique possibilité de nombres.

 Malheureusement ce n’est pas possible :          par exemple ne s’écrit pas ainsi. 

 Supposons qu’il existe p, q tels que                                           , p2 est pair, c’est donc le produit de deux 

pairs, donc p est pair et p=2p’, soit  2p’2 = q2, donc q est pair, etc. 

 Il arrive un moment où un des deux termes n’est plus divisible par 2, il y a contradiction.

2

  2 22 2
p

p q
q

 Les fractions sont néanmoins notre seul 
possibilité calculatoire d’approcher le réel : 
comment écrire la réalité d’un nombre réel ? 

 Comme une suite de nombres tendant vers 
ce nombre : par exemple Archimède 
approche π { l’aide de polygones encadrant 
un cercle. Il obtient alors l’encadrement 
remarquable :

3 + 10/71=223/71 < π < 3 + 1/7=22/7



La crise des Réels

 Au moment où on s’aperçut que tous les nombres n’étaient pas des fractions, il a fallu repenser le 
système : ce travail fut effectué vers -400 par Eudoxe de Cnide puis Euclide en remplaçant les 
nombres écrits par des segments de droite (longueurs). 

 Il fallut alors repenser les opérations comme des opérations géométriques : l’addition est une 
sorte d’allongement, la multiplication est comme l’aire d’un rectangle, le quotient c’est Thalès, la 
racine carrée s’obtient par Pythagore. 

 Ceci posera le problème des grandeurs non constructibles à la règle et au compas : les racines 
cubiques, π, etc. et engendrera les problèmes classiques : Problème de Délos, quadrature du 
cercle,…

 On se contentera de cela jusqu’{ Descartes qui réparera le lien entre géométrie et nombres : un 
repère étant choisi, un nombre réel correspond { l’abscisse d’un point. Il y a correspondance 
univoque entre tous les nombres réels et tous les points de la droite.

 Malheureusement la  définition n’est pas très constructive… 
R. Dedekind proposera un système de « coupure » : on prend 
dans Q l’ensemble A de tous les nombres inférieurs { x et B 

celui de tous les nombres supérieurs à x. L’intersection de A et 
B donne x. 

 Ce n’est pas beaucoup mieux… mais ça permet de construire 
ainsi R et de retrouver toutes les propriétés des réels, ce qui 

n’est pas si mal…



Fractions continues

 Evidemment on peut définir un réel par son  développement décimal, ce qui correspond à une 
suite de rationnels tendant vers une limite (réelle ou pas).

 Reprenons π une fois de plus : 3,14159… c’est la limite de 3, 3+1/10, 3+14/100, 3+141/1000, …  par 
exemple. Malheureusement ça ne donne pas grand-chose pour déterminer la décimale suivante !

 Bien plus économique est la méthode suivante : prenons par exemple l’équation x2−6x − 4=0 et 

réécrivons la ainsi : 

 En fait en prenant par exemple u0=1, on a une suite un : 1, 10, 32/5, 53/8, 350/53, 1156/175 définie 

par                              dont la limite est la racine positive de l’équation, soit                  .

 Pour π une première fraction obtenue avec ses décimales est  3+[ 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3…] qui 
manque de régularité. Par contre on a la remarquable forme 

 Mais les problèmes sont complexes : par exemple quel est le 

nombre correspondant { [1, 2, 3, 4, 5,…] ? 

Est ce que la suite de ses fractions converge ? Quelle est la somme ?
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Complexes

 Au milieu du 16ème siècle les algébristes italiens (Scipio del Ferro, Ferrari, 
Tartaglia, Cardan) avaient trouvé des formules pour les solutions des 
équations de degré 3 et 4.

 Lors de la résolution il se pouvait qu’apparaissent des racines carrées de 
nombres négatifs…

 Par exemple l’équation x3−15x −4=0 a les solutions 

 Mais les formules donnent (entre autres) :                                                                  
qui vaut en fait 4.

 Les mathématiciens comme Raphaël Bombelli ne s’arrêtèrent pas l{… et 
développèrent l’idée qu’il existe des nombres dont le carré est négatif.

 En posant i2=−1, on trouve que la forme générale z=x+iy satisfait à 
quasiment toutes les propriétés des nombres « habituels » :  somme, 
différence, multiplication, quotient.

 On utilisa sans problème ces nombres d’autant plus qu’on s’aperçut qu’ils 
remplaçaient avantageusement les réels habituels dans l’étude des 
fonctions…

    2 3, 2 3,4

     
3 3

2 121 2 121x

La fonction Γ réelle et son module 
en complexes



Et la géométrie

 Jusque vers 1810 les complexes montraient simplement leur utilité dans les domaines de l’algèbre 
et de l’analyse mais le fait qu’il y ait besoin de deux nombres réels x et y pour définir z=x+iy fait 
penser aux coordonnées d’un point M(x, y).

 L’idée fut développée par Argand, Gauss et Wessel indépendamment : toute manipulation 
géométrique, toute transformation du plan devient alors transposable dans .

 Très simple : la rotation. Si on prend un point du cercle trigonométrique, u=cosa+isina, alors le 
produit z’=u.z est une simple rotation de centre O et d’angle a.

 Un exemple : la fonction de Joukowski définie par

permet d’étudier des profils d’aile d’avion. On sait étudier 
l’écoulement pour un cylindre, on opère alors la transformation sur le 
profil ainsi que sur l’écoulement ce qui permet l’étude de la portance.

 L’ensemble de Mandelbrot : on itère la fonction f(z)=z²+c, 
c complexe, sur un point du plan comme O et on regarde ce 
qu’il devient : soit il part { l’infini, soit il converge vers un point. 
On attribue alors une couleur au point C(c) en fonction de 
son comportement. L’ensemble de Mandelbrot est la frontière entre
les points qui convergent et les autres. 
Cette frontière est pour le moins « bizarre ».

 
2c

z z
z



Quaternions

 La géométrie analytique (ou pas) dans l’espace présente des problèmes d’une complexité 
étonnante dès que l’on cherche { s’écarter des sentiers battus.

 Par exemple on va utiliser des outils mathématiques compliqués tels le gradient (analogue de la 
vitesse), la divergence (comment un flux évolue au voisinage d’un point), le rotationnel
(comment une particule tourne autour d’un point), etc. qui sont des outils locaux (opérateurs 
différentiels) permettant d’écrire les grandes équations de la Physique.

 Equations de Navier Stokes : indispensables pour
décrire les écoulements (ici écoulement 3d dans une
tuyère de lanceur spatial). Leur résolution est très
complexe, voire impossible… (c’est un des problèmes 
à 1 M$).

 Dans l’optique d’avoir des outils plus simples et des
méthodes plus accessibles William R. Hamilton va 
créer un nouvel ensemble de nombres mais 
seulement en passant à 4 dimensions (1843) : 
les quaternions. Il démontrera même qu’il est 
impossible d’avoir un corps de nombres comme 
en dimension 3.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:WilliamRowanHamilton.jpg


Dimensions = 4

 Il faut quatre nombres 1, i, j, k tels que i²=j²=k²=ijk=−1, 
tous les quaternions s’écrivent q=a+bi+cj+dk et se 
manipulent comme des réels ou des complexes. 

 Le seul inconvénient : le produit n’est pas commutatif, 
qp n’est pas pq (au même titre que deux rotations de 
l’espace ne sont pas commutatives). 

 Hamilton puis Maxwell pensaient qu’on utiliserait les 
quaternions { la place des outils vectoriels, ce ne fut pas le cas bien qu’ils commencent { être 
utilisés systématiquement dans les jeux 3D, les simulations, les machines numériques, la gestion 
des satellites, etc.  Les cacluls étant bien plus fiables qu’avec les matrices.

 La sphère S3 (quaternions de module 1) est l’objet d’étude de l’ex « conjecture de Poincaré » : tout 
objet { 3 dimensions connexe et sans bord est assimilable { S3. Pour comparer, un pneu n’est pas 
assimilable { S2 alors qu’une bouteille l’est. C’est le premier problème { 1M$ { avoir été résolu 
(Perelman, 2003, a refusé son prix ainsi que la médaille Fields).

R(X) puis R(Y)

R(Y) puis R(X)



L’hôtel de Hilbert

 Le premier infini atteignable est celui des entiers : je peux toujours ajouter 1 donc je ne m’arrête
jamais… Par contre, potentiellement je peux aller où je veux : c’est l’infini des nombres entiers
appelé0 (aleph 0 ) , infini dénombrable.

 Cet infini est le plus utilisé (utile ?) car il permet d’approcher les réels directement : 0,9999… est 1.
1 est la limite de la suite un=0,9+0,09+…+9.10−n quand n tend vers l’infini .

 Dire que deux ensembles E et F ont même nombre d’éléments c’est arriver à faire correspondre
par une bijection (one-to-one) tous les éléments de E avec tous les éléments de F et réciproque-
ment (toute personne a un numéro de SS et tous les numéros attribués correspondent à une seule
personne).

 Quand le nombre d’éléments est infini on peut étendre la définition : à tout entier n j’associe le
nombre pair 2n ; à tout entier pair k j’associe sa moitié k/2. Il y a autant de pairs que d’entiers.
(Galilée : il y a un nombre infini de carrés n², autant que d’entiers…, Cantor disait qu’ « il le voyait
mais qu’il ne le croyait pas » !).

 Y a-t-il autant de nombres dansN que dansQ ? Oui. Y a-t-il autant de nombres dansN que dansR
? Non (diapo suivante). On appelle 1 (aleph 1) le nombre de parties de N qui est plus grand que
0 ; par ailleurs le nombre d’éléments deR est plus grand que 0 : c’est la puissance du continu.

 Y a-t-il un « nombre » entre 0 et 1 ? 1 est-il la puissance du continu ? Dans le système ZFC,
cette question est indécidable (1963, Paul Cohen).



Le paradis de Cantor

 Si on range les rationnels de la manière suivante :                                                                où en partant d’un 

nombre (par exemple 4) le numérateur descend de 1 et le dénominateur augmente de 1 à chaque 
fois, on est sûr de retrouver tous les rationnels (on élimine au passage ceux qui sont déjà dans la 
liste) .

 On obtient bien la bijection cherchée (la difficulté est quand même de trouver la fraction 
connaissant son rang…).

 Un des résultats les plus profonds de Cantor fut alors de montrer que toute réunion dénombrable 
d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable.

2 1 3 1 4 3 2 1
0, 1, , , , , , , , ,...

1 2 1 3 1 2 3 4




.

0,000000011...

0,010101001...

0,100101001...

0,111011011...

r 0,1011...

 Ecrivons tous les nombres rationnels compris entre 0 et 1 sous forme 
décimale binaire : ½=0,0111…  et mettons les sous forme de tableau (pas 
rangés). 

 On a alors une infinité dénombrable de tels nombres, eux mêmes 
composés d’une infinité dénombrable de 0 ou de 1.

 Le nombre r = 0,abcd… où a=1 si le 1er nombre a 0 en premier, a=0 si le 1er

nombre a 1 en premier puis b=1 si le 2ème nombre a 0 en 2ème, b=0 si le 2ème

nombre a 0 en 2ème, etc. 

 r n’appartient pas { la liste, n’est donc pas dans Q ; [0, 1[ a plus d’éléments 
que Q. La fonction tan(πx/2) envoie [0, 1[ sur R+ qui a plus d’éléments que 
Q et N. 



Et c’est fini…

A une autre fois peut-être…


