
Une brève introduction à l’arithmétique
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A LA RECHERCHE DU 

NOMBRE PERDU



Les Entiers

 Caractériser les nombres : peut-être avec des figures géométriques

En triangle

*

* *

* * *

* * * *

---------------

1

3

6

10

---

Une formule

n(n+1)/2

n = n° de ligne

En carré

*

1

4

9

16

---

Une formule ?

* *

* *

* * *

* * *

* * *

Une formule : n(3n−1)/2

En pentagone

*

1

5

12

22

---

*

*     *

*  *



Les Diviseurs

 Trouver les facteurs premiers (tous les 

nombres premiers et leurs puissances 

qui apparaissent dans le nombre)…
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D={1, 7, 49, 343, 5, 35, 245, 1715, 2, 14, 98, 686, 10, 70, 490, 3430, 

4, 28, 196, 1372, 20, 70, 980, 6860}.

 Combien de diviseurs ?

6 860 = 2
2
.5

1
.7

3

Nombre de diviseurs, 0<n<10000



La division euclidienne

 Par exemple la division de 107 par 12 consiste à chercher le nombre de fois où 12 est 

dans 107 : on peut faire par exemple

5 paquets de 12, soit 60 et dire que 107=5.12+47 ;

mais comme 47 est plus gros que 12, on peut de nouveau écrire 

107=5.12+3.12+11, soit 107=8.12+11.

On pourrait aussi compter 9 paquets de 12, soit 108 et dire que 107=9.12−1. 

 C’est le principe des machines à calculer comme celle de Pascal.

 Dans tous les cas on peut écrire a = bq + r avec 0 ≤ r < b.



Machine de Pascal

 Comment ça marche ?

Addition : 3+4

Addition : 7+6

cliquet=retenue



Bachet-Bézout

 Au 8
ème

siècle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 pièces de 

monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pièces chacun et les femmes 5 

pièces chacune. Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

Appelons x le nombre d’hommes, y le nombre de 

femmes, on doit trouver x et y (entiers) pour que

8x + 5y = 100

Une solution possible est x=0, y=20,

ou encore en regardant bien la figure, (5, 12) : 8.5+5.12=100 ;

il est assez immédiat de constater que deux solutions sont

éloignées de +5 en abscisse, de −8 en ordonnée :

… x=0 x=5 x=10 x=15 ….

… y=20 y=12 y=4 y=−4 ….

On peut écrire toutes les solutions en fonction de k entier:

x= 5.k,

y= 20−8.k

html/bachet.html


40
Prenons par exemple l’ quation 40 7 1, soit en divisant 40 par 7 il vient 5 et le reste vaut 5 :

7

5 1 1 1 1 1
5 1 1 1 1 1

7 2 1 1 17
1 1 1 1

5 1 15 5
2 2

2 2 1 1

le dernier terme est 1, on ne peut pas all

a
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b
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00 0
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er plus loin. 

31 17
La fraction est celle juste avant, soit 1 : 40.3 7.17 120 119 1.

1 173
1

2

xy y

yx x


       



Les solutions

 Mais comment faire en général pour résoudre ax − by = c où tous les nombres sont entiers ?

 - Si on a une solution (x
0
, y

0
) alors c’est facile :

 - Comment trouver cette solution (x
0
, y

0
) ? 

        0

0 0 0 0

0 0 0

0

x x kbax by c

a x x b y y a x x b y y

ax by c y y ka

   
          

    



Congruences

 Les restes de la division de a par b sont des nombres inférieurs au diviseur b, ce sont même tous les entiers 

inférieurs à b, soit F
b
={0, 1, 2, …, b−1}. 

 On écrit a=bq+r qui s’écrit aussi a  r(b) qui se lit « a est congru à r modulo b ». r est le résidu, b est le 

module.

 Que se passe-t-il si on ajoute deux de ces nombres et qu’on redivise le résultat par b ? On aura de nouveau 

un de ces nombres : si a=bq+r et a’=bq’+r’ alors a+a’=b(q+q’)+r+r’.

 On se pose la même question avec la multiplication et pour voir ce que ça donne on fait une table de 

multiplication (ici dans les cas où b=6 et b=7).



x 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1

(8)

3

(10)

5

(12)

3 0 3 6 2 

(9)

5

(12)

1

(15)

4

(18)

4 0 4 1

(8)

5

(12)

2

(16)

6

(20)

3

(24)

5 0 5 3

(10)

1

(15)

6

(20)

4

(25)

2

(30)

6 0 6 5

(12)

4

(18)

3

(24)

2

(30)

1

(36)

x 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 

(8)

4 

(10)

3 0 3 0 3

(9)

0

(12)

3

(15)

4 0 4 2

(8)

0

(12)

4

(16)

2

(20)

5 0 5 4

(10)

3

(15)

2

(20)

1

(25)



Un résultat fondamental

 Lorsque b n’est pas premier on n’a pas tous les restes, alors qu’ils apparaissent tous quand b l’est.

 Comme il y a un 1 sur chaque ligne et chaque colonne, tous les éléments (sauf 0) sont inversibles : on 

dit que m et n sont inverses l’un de l’autre si m.n  1(b).

 Par exemple ici (b=7) : 1 a pour inverse 1, 2 a pour inverse 4, 3 a pour inverse 5 et 6 a pour inverse 6.

 Comment trouver l’inverse en général ? 

b est premier, r un des résidus, on cherche r’ tel que r.r’  1(b) : rr’ = 1 + bq, soit rr’− bq = 1 … déjà vu ! 

 Exemple : trouver l’inverse de 7 modulo 40. 

Il faut résoudre 7r’−40q=1, or on a vu que 40.3−7.17=1 ; l’inverse de 7 est −17 ou encore 40−17=23.

Vérifions : 7.23=161=4.40+1. 

Notez que 40 n’est pas premier : on pourra trouver des inverses si m et b sont premiers entre eux, ce qui ne sera pas le cas 

de tous les éléments de F
b

si b n’est pas premier.



x 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

x 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4 

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1



Des secrets mal gardés

 Une application : le codage affine.

 Par exemple le code de César consiste à prendre une lettre et à la décaler d’une certaine 

quantité dans l’alphabet : par exemple avec un décalage de 5, A devient F, B devient 

G,…

 Cette méthode se généralise avec les systèmes à clef : on choisit un texte, comme FRED 

et chaque lettre est modifiée par la lettre correspondante de la clef.

 On peut compliquer en jouant avec les propriétés des congruences : choisir deux entiers 

p, q (< b) et un module b, donner une valeur x aux lettres puis coder avec y  p.x+q(b).

 Pour décoder : y−q, multiplier par l’inverse de p mod b, recoder en lettre. 

Par exemple (p, q) =(8, 6), b=29. 

Lettre (n) A B C D E F G H I

Codage 14 22 1 9 17 25 4 12 20

Codage (lettre) N V A I Q Y D L T

Décodage 1 2 3 4 5 6 7 8 9

excel/code_cesar.xlsx
excel/systeme_clef.xlsx
excel/codage_affine.xlsx


Restes chinois

 On trouve ce problème chez Nicomaque de Gérase (100 av. J.-C.), et en Chine chez Sun-Tsu à la 

même époque et quasiment dans les mêmes termes.

 Il s’agit du même problème que Bachet-Bézout mais avec plusieurs équations :

1 3 1(3)

2 5 ' 2(5)

3 7 " 3(7)

x k x

x k x

x k x

   
 

    
    

 On résout en cherchant x−1, x −2 et x −3 multiples de 3, 5 et 7, soit multiples de 105.

 Après quelques calculs (comme résoudre 2+5k’=1+3k) on trouve ici que x=52+105K.

 Même genre de difficulté avec des engrenages :

combien de tours fait une dent d’une roue pour se 

retrouver en face d’une autre dent (mécanisme 

d’Anticythère).

Mon panier peut contenir au plus 100 œufs. Si je le vide par 3 œufs à la fois, il en reste 1, si je le 

vide par 5 œufs à la fois, il en reste 2, et si je le vide par 7 œufs à la fois, il en reste 3. Combien ai-

je d’œufs ?

html/engrenages.html


Puissances

 Les puissances d’un résidu (b =7) : 

 Constatations : les puissances des résidus 3 et 5 sont tous les éléments de F
b

alors que ce n’est pas le 

cas de 1, 2, 4 et 6. 

 N’importe quel résidu à la puissance 6 donne 1.

 Toutes les 6 puissances on revient au départ : cycle de longueur 6 (c’est dû à la propriété 

précédente).

 D’autres valeurs de b.

exposa

nt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

reste

2 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2

3 3 2 6 4 5 1 3 2 6 4

4 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4

5 5 4 6 2 3 1 5 4 6 2

6 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

excel/exposants1.xlsx


Le « Petit » Fermat

 Le théorème : Si b est premier avec a alors a
b−1  1(b) ou a

b  a(b)

 La démonstration : 

- Il existe des puissances de a dont le reste est 1 : il y a b − 1 restes possibles et une infinité de 

puissances ; on aura donc au moins deux puissances a
m

et a
n

ayant même reste, soit 

a
m
− a

n
= a

n
(a

m−n
−1) est divisible par b. Comme b ne divise pas a, b divise a

m−n
−1.

- Soit p la plus petite puissance telle que a
p  1(b), on a donc  a

p+1
= a, a

p+2
= a

2
,…, a

2p
= 1,…, soit 

p−1 restes distincts : s’il s’agit des b − 1 restes possibles c’est fini, sinon appelons r un des restes 

non nuls non obtenus et calculons ra, ra
2
,…, ra

p−1
; ces nombres ont tous des restes différents dans 

la division par p (sinon p diviserait ra
m
− ra

n
= ra

n
(a

m−n
−1) et donc r ce qui ne va pas ou a

m−n
−1, ce 

qui contredit l’hypothèse de départ). On a donc 2p restes distincts possibles.

- Par descente du procédé on arrive à épuiser toutes les possibilités : il existera un entier t tel que 

b − 1 = tp : soit a
b−1

− 1 = a
tp

− 1 = (a
p
)

t
− 1 = (a

p
− 1 )(a

t−1
+ a

t−1 
+…+1)  0(b).

 Est-ce que le théorème est valable dans les deux sens ? Si c’était le cas on aurait un critère assez 

simple pour dire si un nombre est premier : 

 Moralité : ça ne marche pas. On pourrait se dire que s’il n’existe pas trop de Carmichaël on a un test 

probabiliste : la probabilité de tomber sur un Carmichaël étant faible devant la proportion de 

nombres premiers ça peut se jouer.

 Jusqu'à 10
20

il y a 8 220 777 nombres de Carmichael … et il y a environ 10
18

nombres premiers soit 

1 Carmichaël pour 1 milliard de premiers.

 Mais quelle est la proportion de nombres premiers ?

excel/carmichael.xlsx


Racine primitives

 Pour 7 on a donc deux racines primitives, 3 et 5, 

 pour 11 on a 2, 6 et 8,

 pour 17 on a 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14,

 pour 29 on a 2, 3, 8, 10, …

 Les générateurs sont évidemment très importants, mais leur 

apparition est assez aléatoire : il n’existe d’ailleurs pas de réel 

moyen de calcul permettant de déterminer les générateurs d’un 

module donné. On pourrait penser qu’en général 2, 3 ou 5 

pourraient faire l’affaire, mais il n’y a rien d’assuré dans ce 

domaine : par exemple le premier générateur de 409 est 21. 

Exposant 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

reste

2 2 4 1 2 4 1

3 3 2 6 4 5 1

4 4 2 1 4 2 1

5 5 4 6 2 3 1

6 6 1 6 1 6 1

 Suivant les restes considérés, les résultats des puissances 

coïncident avec tous les restes possibles ou pas : dans la ligne 

2 les résultats sont 2, 4 et 1 alors que dans la ligne 3 les 

résultats sont 3, 2, 6, 4, 5, 1, soit tous les éléments de  F
7

(sauf 0) mais dans le désordre. 

 Un nombre tel que 3, pour lequel tous les restes sont 

atteints, est appelé élément générateur ou racine 

primitive du module 7. 

Nombre de générateurs, 0<p<3000

excel/exposants2_generateurs.xlsx


Diffie-Helmann

Problème du logarithme discret (x = logarithme cherché = 13 ici car 3
13  19(29) et à part des 

méthodes exhaustives (exploration de tous les cas possibles) il est impossible à résoudre 

actuellement pour des modules premiers assez grands (300 chiffres) et des exposants de 100 chiffres.

 Système de cryptographie Diffie-Hellman : on fabrique un système de chiffrage à clef (par ex. code 

de César). 

Alice et Bob s’échangent leurs messages chiffrés : il suffit qu’ils aient la clef de chiffrement mais 

comment transmettre la clef de manière sécurisée ?  Exemple : cartes de crédit, le commerçant 

demande une autorisation à un central lequel renvoie une autorisation chiffrée. 

Personne ne doit pouvoir déchiffrer cette autorisation…

 Alice et Bob sont d’accord sur un module p et un générateur g (connus des attaquants).

 A choisit a et envoie g
a

à B ; B choisit b et envoie g
b

à A ; B calcule la clef  de A : (g
a
)

b
= g

ab
, A calcule 

la clef de B : (g
b
)

a
= g

ba
. 

Ex: module 29 , générateur 3 : Alice choisit 13, calcule 3
13  19(29), envoie 19, Bob choisit 17, calcule 

3
17  2(29), envoie 2. 

 Alice calcule 2
13  14(29), Bob calcule 19

17  14(29). Ils ont la même clef, 14, Bob ne sait pas qu’Alice 

avait choisi 13, Alice ne sait pas que Bob a choisi 17, et à moins de savoir résoudre les équations 

3
x  14(29), et 3

y  2(29), il est impossible de trouver la clef finale. 

Résoudre l’équation d’inconnue x, 3
x  19(29)



Rivest Sharon Adelman = RSA

 Le système RSA, utilisé actuellement pour sécuriser environ 85% des échanges mondiaux a été 

publié le 4 avril 1977 par Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman.

 RSA est un système de cryptographie dissymétrique à clé publique très sûr. La puissance du 

système RSA repose sur l'idée que tous les systèmes de cryptographie adaptés aux communications 

de masse peuvent être forcés mais on peut parvenir à une sécurité suffisante en rendant totalement 

irréaliste la quantité de travail qu'il faudrait fournir pour cela. 

 On ne connaît pas d'algorithme, exécutable en un temps raisonnable, capable de décomposer de très 

grands nombres (ayant plus d'une centaine de chiffres) en produit de facteurs premiers. Ainsi si on 

fait le produit de deux nombres premiers de plus de 100 chiffres chacun, personne ne peut 

décomposer le nombre obtenu sauf celui qui a fait le produit. 

 Le système RSA assure la confidentialité et l'intégrité de la correspondance, il permet de plus d'en 

établir l'authenticité.

 La clé publique (qui est un produit de deux nombres premiers) du système RSA utilisé pour les 

cartes bancaires possède (possédait ?) 239 chiffres. 

 En 1998 onze équipes réparties dans le monde entier ont mis trois mois pour factoriser RSA-155 sur 

300 ordinateurs différents (en séparant les calculs). Pour augmenter la sécurité du système RSA il 

suffit d'augmenter le nombre de chiffres, mais il faudra adapter le matériel et peut-être attendre 

plus longtemps aux caisses des supermarchés… Par sûreté, il est couramment recommandé que la 

taille des clés RSA soit au moins de 2048 bits, soit le nombre 2
2048

= 10
600

.



Nombres premiers : Euler

 Vers 1748 Euler eut l’idée suivante : on prend la fonction zéta

 on factorise 

 Pour s=1 on obtient la série harmonique :                                qui tend vers +∞, il décide 

alors de se limiter aux nombres premiers inférieurs à un x fixé et prend le logarithme de 

la relation pour s = 1 :                

mais on a aussi

 Au final                                    (démontré par Mertens fin 19
ème

) 
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Nombres Premiers : Gauss

 S’il y a (x) nombres premiers dans l’intervalle [1, x], la probabilité qu’un nombre plus petit que x, 

choisi au hasard, soit premier est alors (x)/x.

 Dans un intervalle [x, x+ux] il y a environ u(x)/x nombres premiers.

 On peut estimer sur l’intervalle [x, x+ux], (avec ux petit), que chaque nombre 1/p vaut presque 1/x : 

 En utilisant le résultat d’Euler on a alors(inégalité des accroissements finis sur ln(lnx))

 Les deux résultats donnent 

 En fait Gauss améliore rapidement son résultat en estimant que 

 C’est le « Théorème des nombres premiers », démontré 

(difficilement) en 1896 par J. Hadamard et C.-J. de La Vallée-Poussin.
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Précision de Li
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L’hypothèse de Riemann : 1 M $

 L’idée géniale de Riemann : prendre s complexe ! Alors zêta ne s’annule pour s réel que lorsque 

s=–2n, n=1, 2, 3,… zéros triviaux de zêta ; les autres zéros de zêta sont complexes, conjugués deux à 

deux et avec une partie réelle comprise entre 0 et 1.
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 Riemann définit une autre fonction,                                     .      qui s’annule pour s =  et s = 1 – ,

où  est un zéro de zêta :  et 1 –  sont symétriques par rapport au point (1/2, 0) et annulent tous 

les deux zêta, reliant ainsi les nombres premiers aux zéros de zêta.

 Finalement Riemann annonce qu’il pense que tous les zéros 

complexes de zêta sont situés sur la droite Re(s)=1/2 et qu’il n’a pas 

« fini » la démonstration.

 Il serait à désirer, sans doute, que l’on eût une démonstration rigoureuse de 

cette proposition – néanmoins j’ai laissé cette recherche de côté pour le 

moment après quelques essais infruc-tueux, car elle paraît superflue dans le 

but de notre étude.

 On cherche toujours…

Module de zêta, 0<Re(s)<1

html/zeta1.html


Syracuse

 Par exemple 11 donne 34 puis 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. C’est simple, vous voyez que 

la suite finit à 1. La conjecture est alors que de n’importe quel nombre que l’on parte, on arrive 

toujours à 1 ! Ce résultat a été vérifié au moins jusqu’à 3,2.10
16

par informatique.

 Syracuse est le nom d’une université américaine où on a beaucoup travaillé sur cette question dont 

l’origine est floue mais date des années 50.

 en pdf

 http://www.pateysoft.fr/-

La-conjecture-de-Syracuse-.html

L’énoncé du problème est enfantin : on prend un nombre x, s’il est pair on le divise par 2, s’il est 

impair on le multiplie par 3 et on ajoute 1, et on recommence.

html\syracuse.pdf
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
http://www.pateysoft.fr/-La-conjecture-de-Syracuse-.html
excel\Syracuse.xlsx


La Rochelle, novembre 2008


