n = 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974 944 592 307 816 406 286 208 9
98 628 034 825 342 117 067 982 148 086 513 282 306 647 093 844 609 550 582 231 725 359 408 128 481 117 450 284 1
02 701 938 521 105 559 644 622 948 954 930 381 964 428 810 975 665 933 446 128 475 648 233 786 783 165 271 201 9
09 145 648 566 923 460 348 610 454 326 648 213 393 607 260 249 141 273 724 587 006 606 315 588 174 881 520 920 9
62 829 254 091 715 364 367 892 590 360 011 330 530 548 820 466 521 384 146 951 941 511 609 433 057 270 365 759 5
91953 092 186 117 381 932 611 793 105 118 548 074 462 379 962 749 567 351 885 752 724 891 227 938 183 011 949 1
29 833 673 362 440 656 643 086 021 394 946 395 224 737 190 702 179 860 943 702 770 539 217 176 293 176 752 384 6
74 818 467 669 405 132 000 568 127 145 263 560 827 785 771 342 757 789 609 173 637 178 721 468 440 901 224 953 4
30 146 549 585 371 050 792 279 689 258 923 542 019 956 112 129 021 960 864 034 418 159 813 629 774 771 309 960 5
18 707 211 349 999 998 372 978 049 951 059 731 732 816 096 318 595 024 459 455 346 908 302 642 522 308 253 344 6
85035261 931 188 171 010 003 137 838 752 886 587 533 208 381 420 617 177 669 147 303 598 253 490 428 755 468 7
31 159 562 863 882 353 787 593 751 957 781 857 780 532 171 226 806 613 001 927 876 611 195 909 216 420 198 938 O
95 257 201 065 485 863 278 865 936 153 381 827 968 230 301 952 035 301 852 968 995 773 622 599 413 891 249 721 7
75283479 131 515 574 857 242 454 150 695 950 829 533 116 861 727 855 889 075 098 381 754 637 464 939 319 255 0
60 400 927 701 671 139 009 848 824 012 858 361 603 563 707 660 104 710 181 942 955 596 198 946 767 837 449 448 2
55379774 726 847 104 047 534 646 208 046 684 259 069 491 293 313 677 028 989 152 104 752 162 056 966 024 058 O
38 150 193 511 253 382 430 035 587 640 247 496 473 263 914 199 272 604 269 922 796 782 354 781 636 009 341 721 6
41 219 924 586 315 030 286 182 974 555 706 749 838 505 494 588 586 926 995 690 927 210 797 509 302 955 321 165 3
44 987 202 755 960 236 480 665 499 119 881 834 797 753 566 369 807 426 542 527 862 551 818 417 574 672 890 977 7
72 793 800 081 647 060 016 145 249 192 173 217 214 772 350 141 441 973 568 548 161 361 157 352 552 133 475 741 8
49 468 438 523 323 907 394 143 334 547 762 416 862 518 983 569 485 562 099 219 222 184 272 550 254 256 887 6717
90 494 601 653 466 804 988 627 232 791 786 085 784 383 827 967 976 681 454 100 953 883 786 360 950 680 064 225 1
25205 117 392 984 896 084 12¢

786 960 956 364 371 917 287 4¢

269 468 398 352 595 709 825 &
203 496 252 451 749 399 651 4

& =  ALARECHERCHEDU
NOMBRE PERDU




€S cnters
T

-~ Caractériser les nombres : peut-étre avec des figures géométriques

En triangle En pentagone

* En carré
k% * *
k% * *
kok sk
k% ES ES
kok ok ok
--------------- *k ok ok
*k ok ok
Une formule *oR X
n(n+1)/2 Une formule : #(3n—1)/2

Une formule ¢

n = n° de ligne




€S
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O

Trouver les facteurs premiers (tous les
nombres premiers et leurs puissances
qui apparaissent dans le nombre)...

6 860
3 430
1715
343
49

NN N O oo

6 860 = 22.51.73

- Combien de diviseurs ¢

22

50

51

4,28, 196, 1372, 20, 70, 980, 6860}

D={205070 205071 205072 205073 205170 225172 925173}
D={1, 7,49, 343, 5, 35, 245, 1715, 2, 14, 98, 686, 10, 70, 490, 3430,

104~

2000 4000 00 2000

ompre de diviseurs, n

10000



d division euciiaienne
N

o Par exemple la division de 107 par 12 consiste a chercher le nombre de fois ot 12 est
dans 107 : on peut faire par exemple

5 paquets de 12, soit 60 et dire que 107=5.12+47 ;
mais comme 47 est plus gros que 12, on peut de nouveau écrire
107=5.12+3.12+11, soit 107=8.12+11.
On pourrait aussi compter 9 paquets de 12, soit 108 et dire que 107=9.12—1.

o Clest le principe des machines a calculer comme celle de Pascal.

o Dans tous les cas on peut écrirea = bg + ravec0 <= r < b.




dChnine de rasca
N

o Comment ¢a marche ¢

‘ Addition : 3+4 I

Addition : 7+6
cliquet=retenue




achet-bezout
B

o Au 8¢ siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 pieces de
monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5
pieces chacune. Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ¢

Appelons x le nombre d’hommes, y le nombre de

femmes, on doit trouver x et y (entiers) pour que
8x + 5y = 100

Une solution possible est x=0, y=20,
ou encore en regardant bien la figure, (5, 12) : 8.5+5.12=100 ;
il est assez immédiat de constater que deux solutions sont
éloignées de +5 en abscisse, de —8 en ordonnée :
x=0 x=5 x=10 x=15....
y=20 y=12 y=4 y=—4 ...

On peut écrire toutes les solutions en fonction de k entier:
x= 0k,
y=20-8k
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€S SOIUtions
N

o Mais comment faire en général pour résoudre ax — by = ¢ ol tous les nombres sont entiers ¢
o - Sion a une solution (x, y,) alors c’est facile :
{ax—by=c X —xp =kb

axo—byozc:a(x_xo )=b(y—yo)=0a(x—x)=b(y—vp )Q{y—y():ka

o - Comment trouver cette solution (x, yo) ¢

Prenons par exemple I'’équation 40x —7y =1, soit g = gen divisant 40 par 7 il vient J et le reste vaut 5 :

ﬁ:5+§:1+1:1+$:1+ 1 =1+ 1 :1+;
b 7 / 2 1 1 1
— 1+= 1+—= 1+ —— 1+
0 0 ° 2+1 2+L
2 2 1+1
le dernier terme est 1, on ne peut pas aller plus loin.
La fraction Y est celle juste avant, soit L2 =1+ —— =17 ] *0 =5 403-7.17=120-119=1.
X0 X0 1 3 Vo =17

1_
i)



ongruences

o Les restes de la division de a par & sont des nombres inférieurs au diviseur 4, ce sont méme tous les entiers

inférieurs a b, soit F,=10, 1,2, ..., b—1}.

o Onécrit a=bg+r qui s’écrit aussia =r(b) qui se lit « a est congru a r modulo 4 ». r est le résidu, b est le

module.

o Que se passe-t-il si on ajoute deux de ces nombres et qu’on redivise le résultat par # ¢ On aura de nouveau
un de ces nombres : sia=bg+reta’=bg’ +r" alors a+a’=b(g+q’)+r+r,

o On se pose la méme question avec la multiplication et pour voir ce que ¢a donne on fait une table de
multiplication (ici dans les cas ou /=6 et b=7).

x| o]t ]2 3 | 4[5
o 0o 0 0 0 0 0
t o 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4

@ (10

3 0 3 0 3 0 3
@ 12 (19

4 0 4 2 0 4 2
® (12 16 (20

S 0 5 4 3 2 1
(10) (15  (20) (25

0
1
2

(©)
(10)

(12)

3
6

©)

(12)

(15)

(18)

4

1
©)

5
(12)

2
(16)
(20)

(24)

3
3
(10)
(15)
(20)

(25)

(30)

x ] o |t 2] 3| 4] 56
0 0 0 0 0 0 0

6
g
(12)
(18)
(24)

(30)

(36)



n resultat tondamenta

o Lorsque & n’est pas premier on n’a pas tous les restes, alors qu’ils apparaissent tous quand & Iest.

o Commeily aun 1 sur chaque ligne et chaque colonne, tous les éléments (sauf 0) sont inversibles : on
dit que m et n sont inverses 'un de l'autre si m.n = 1().

o Par exemple ici (/=7) : 1 a pour inverse 1, 2 a pour inverse 4, 3 a pour inverse 5 et 6 a pour inverse 6.
o Comment trouver 'inverse en général ¢
b est premier, r un des résidus, on cherche r’ tel que r.r' = 1(b) : rr’ = 1 + bg, soit rr’— bg = 1 ... déja vu !

o Exemple : trouver l'inverse de 7 modulo 40.
Il faut résoudre 7r'—40g=1, or on a vu que 40.3—7.17=1 ; 'inverse de 7 est —17 ou encore 40—17=23.

Vérifions : 7.23=161=4.40+1.

Notez que 40 n’est pas premier : on pourra trouver des inverses si m et b sont premiers entre eux, ce qui ne sera pas le cas

de tous les éléments de F,, si b n’est pas premier.
x| o0t ]2]3]4]5]6
x| o 12 ]3] 4|5 0 0 0 0 0 o
0 0 0 0

0 0
0 1 0 6
S 2 0 o
4 3 0 4
3 4 0 3
2 9 0 2
1 6 0 1

AN 1 A~ W N -
g W = N A
A = 1 N Oy W
W O N g = B
N A O = W U

0 0
1 0 1
2 0 2
3 0 3
4 0 4
5 0 5

AN O B~
@W O W O W
N~ ONN B



es secrets mal garaes

o Une application : le codage affine.

o Par exemple le code de César consiste a prendre une lettre et & la décaler d’une certaine

unantité dans 'alphabet : par exemple avec un décalage de 5, A devient F B devient

o Cette méthode se généralise avec les systemes a clef : on choisit un texte, comme FRED
— et chaque lettre est modifiée par la lettre correspondante de la clef.

X

o On peut compliquer en jouant avec les propriétés des congruences : choisir deux entiers
p,q (< b) et un module 4, donner une valeur x aux lettres puis coder avec y = p.x+4(b).

o Pour décoder : y—g, multiplier par I'inverse de p mod b, recoder en lettre.

. Par exemple (p, 9) ), b=29.
-n-n-----
Codage 14
Codage (lettre) N \% A I Q Y D L T

Décodage 1 2 S 4 ) 6 7 8 9


excel/code_cesar.xlsx
excel/systeme_clef.xlsx
excel/codage_affine.xlsx

estes cninols

Mon panier peut contenir au plus 100 ceufs. Si je le vide par 3 ceufs a la fois, il en reste 1, si je le
vide par 5 ceufs a la fois, il en reste 2, et si je le vide par 7 ceufs a la fois, il en reste 3. Combien ai-
je d'ceufs ¢

o On trouve ce probleme chez Nicomaque de Gérase (100 av. J.-C.), et en Chine chez Sun-Tsu a la
méme époque et quasiment dans les mémes termes.

o Il s’agit du méme probleme que Bachet-Bézout mais avec plusieurs équations :

x=1+3k x=1(3)
x=2+5k' <4 x=2(5)
x=3+7k" x=3(7)

o On résout en cherchant x—1, ¥ —2 et x —3 multiples de 3, 5 et 7, soit multiples de 105.
o Apres quelques calculs (comme résoudre 2+5k’=1+3k) on trouve ici que x=52+105K.

o Meéme genre de difficulté avec des engrenages : |
combien de tours fait une dent d’une roue pour se g“w
retrouver en face d’'une autre dent (mécanisme % q

d’Anticythere). , %
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uISSances
N

o Les puissances d’un résidu (b =7) :

=
nt 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 1 2 4 1 2 4 1 2

reste

9 4 6 2 3 1 5 4 6 2

N 1 B~ W N
SIS
[\
—_
N
N
—_
N
N
—_
RSN

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

o Constatations : les puissances des résidus 3 et 5 sont tous les éléments de F, alors que ce n’est pas le
casde 1,2, 4 et 6.

o N’importe quel résidu a la puissance 6 donne 1.

o Toutes les 6 puissances on revient au départ : cycle de longueur 6 (c’est di & la propriété
précédente).

| < | D’autres valeurs de b.
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e
Le « Petit » Fermat

o Le théoréme : Si b est premier avec a alors a’~'=1(b) ou a’ = a(b)
o La démonstration :

- Il existe des puissances de a dont le reste est 1 : il y a b — 1 restes possibles et une infinité de
puissances ; on aura donc au moins deux puissances 4" et a" ayant méme reste, soit
am— a" = a"(am"—1) est divisible par 4. Comme / ne divise pas 4, b divise a™~"—1.

- Soit p la plus petite puissance telle que a” = 1(b), on adonc ar*! = a,ar*? =a4%..., a% = 1,..., soit
p—1 restes distincts : s’il s’agit des & — 1 restes possibles c’est fini, sinon appelons r un des restes
non nuls non obtenus et calculons ra, ra?..., ra’~! ; ces nombres ont tous des restes différents dans
la division par p (sinon p diviserait ra”— ra" = ra"(a"~"—1) et donc r ce qui ne va pas ou a”"—1, ce
qui contredit I'hypothese de départ). On a donc 2p restes distincts possibles.

- Par descente du procédé on arrive a épuiser toutes les possibilités : il existera un entier ¢ tel que
b—1=tp:soitab1—1=ar —1=@)-1=@ —1)at+a"1+...4+1)=00).

o Est-ce que le théoréme est valable dans les deux sens ¢ Si c’était le cas on aurait un critere assez
simple pour dire si un nombre est premier : m

o Moralité : ¢ca ne marche pas. On pourrait se dire que s’il n’existe pas trop de Carmichaél on a un test
probabiliste : la probabilité de tomber sur un Carmichaél étant faible devant la proportion de
nombres premiers ¢a peut se jouer.

0 Jusqu'a 10?01l y a 8 220 777 nombres de Carmichael ... et il y a environ 10'® nombres premiers soit
1 Carmichaél pour 1 milliard de premiers.

o Mais quelle est la proportion de nombres premiers ¢


excel/carmichael.xlsx

Racine primitives
EEEE

o Suivant les restes considérés, les résultats des puissances

coincident avec tous les restes possibles ou pas : dans la ligne

1 %) 8 4 5 6
2 les résultats sont 2, 4 et 1 alors que dans la ligne 3 les 1 1 1 1 1 1 1
résultats sont 3, 2, 6, 4, 9, 1, soit tous les éléments de F;
< danc lo décard. 2 2 4 1 2 4 1
(sauf 0) mais dans le désordre.
3 3 2 6 4 5 1
o Un nombre tel que 3, pour lequel tous les restes sont
atteints, est appelé élément générateur ou racine St I N (N O N 2
primitive du module 7. 5 5 4 6 2 3 1
_ o 6 6 1 6 1 6 1
o Pour 7 on a donc deux racines primitives, 3 et 5,
o pourllona?2, 6etS, : .
1400 Hf .
o pourl7ona3, 9, 6,7, 10,11, 12, 14, L
1200 Foon,
o pour29ona?, 3,8, 10, ... oo RN
0 Les générateurs sont évidemment tres importants, mais leur - w{f“,so #ﬁ .
apparition est assez aléatoire : il n’existe d’ailleurs pas de réel ] x:"’{-; e,
moyen de calcul permettant de déterminer les générateurs d’un 600 PCRIRET
module donné. On pourrait penser qu’en général 2, 3 ou 5 00 ,ffj;;}{?,w o
pourraient faire I'affaire, mais il n’y a rien d’assuré dans ce e
: : Z Z EDD *‘J*':., N
domaine : par exemple le premier générateur de 409 est 21. o
07 “so {000 {500 2000 2500 &000

Nomgre ae aeneraEeurS, U!p!!UUU
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R BEEEEEEREDDEDDDDEDREmmm_mmR
Diffie-Helmann

Résoudre I’équation d’inconnue x, 3* = 19(29)

Probleme du logarithme discret (x = logarithme cherché = 13 ici car 313 = 19(29) et a part des
méthodes exhaustives (exploration de tous les cas possibles) il est impossible a résoudre
actuellement pour des modules premiers assez grands (300 chiffres) et des exposants de 100 chiffres.

o Systeme de cryptographie Diffie-Hellman : on fabrique un systeme de chiffrage a clef (par ex. code
de César).
Alice et Bob s’échangent leurs messages chiffrés : il suffit qu’ils aient la clef de chiffrement mais
comment transmettre la clef de maniere sécurisée ¢ Exemple : cartes de crédit, le commergant
demande une autorisation a un central lequel renvoie une autorisation chiffrée.
Personne ne doit pouvoir déchiffrer cette autorisation...

o Alice et Bob sont d’accord sur un module p et un générateur g (connus des attaquants).

0 Achoisit a et envoie g# a B ; B choisit b et envoie g’ & A ; B calcule la clef de A : (g%)? = g?, A calcule
laclef de B : (gh)* = g
Ex: module 29 , générateur 3 : Alice choisit 13, calcule 313 = 19(29), envoie 19, Bob choisit 17, calcule
317 =2(29), envoie 2.

0 Alice calcule 28 = 14(29), Bob calcule 19V = 14(29). Ils ont la méme clef, 14, Bob ne sait pas qu’Alice
avait choisi 13, Alice ne sait pas que Bob a choisi 17, et & moins de savoir résoudre les équations

3" =14(29), et 3V =2(29), il est impossible de trouver la clef finale.



Rivest Sharon Adelman = RSA

0 Le systeme RSA, utilisé actuellement pour sécuriser environ 85% des échanges mondiaux a été
publié le 4 avril 1977 par Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman.

o RSA est un systeme de cryptographie dissymétrique a clé publique tres sGr. La puissance du
systeme RSA repose sur l'idée que tous les systémes de cryptographie adaptés aux communications
de masse peuvent étre forcés mais on peut parvenir a une sécurité suffisante en rendant totalement
irréaliste la quantité de travail qu'il faudrait fournir pour cela.

o On ne connait pas d'algorithme, exécutable en un temps raisonnable, capable de décomposer de tres
grands nombres (ayant plus d'une centaine de chiffres) en produit de facteurs premiers. Ainsi si on
fait le produit de deux nombres premiers de plus de 100 chiffres chacun, personne ne peut
décomposer le nombre obtenu sauf celui qui a fait le produit.

o Le systeme RSA assure la confidentialité et l'intégrité de la correspondance, il permet de plus d'en
établir I'authenticité.

o Laclé publique (qui est un produit de deux nombres premiers) du systeme RSA utilisé pour les
cartes bancaires possede (possédait ¢) 239 chiffres.

0 En 1998 onze équipes réparties dans le monde entier ont mis trois mois pour factoriser RSA-155 sur
300 ordinateurs différents (en séparant les calculs). Pour augmenter la sécurité du systeme RSA il
suffit d'augmenter le nombre de chiffres, mais il faudra adapter le matériel et peut-étre attendre

plus longtemps aux caisses des supermarchés... Par stireté, il est couramment recommandé que la
taille des clés RSA soit au moins de 2048 bits, soit le nombre 22048 = 1069,



Nombres premiers : Euler
EEEE

o Vers 1748 Euler eut l'idée suivante : on prend la fonction zéta

$(s)= Zl L i+...=1+i+i+i...+l(1+1+1+1...)
=11 2 3 &£ 5 3 5 7 2
o on factorise

4(5)(1—i)=1+i+l+i+i+ :C(s)(l—lJ(l—i)=l+l+i+i+i+
2° 3 5 79 2° 5 7 100 1P

e (e P ey p g

20 5° p premier ( 1-1/p ) p premier P —1

o Pours=1 on obtient la série harmonique : (1) =1+1 +%+_,_ qui tend vers + oo, il décide

alors de se limiter aux nombres premiers inférieurs & un x fixé et prend le logarithrne de
la relation pours = 1:

- ] 1 __ 1l 1 1
ln(lséan > In(1 1/ija180naauss1 n =y —_ _; _(__) ;

I<p<x

p premier Z 1 N ln(x)
1<n<x
o Aufinal [[nlnx~ > 1 (démontré par Mertens fin 19%me)
p premier<x v




Nombres Premiers : Gauss

o S’ily a #(x) nombres premiers dans l'intervalle [1, x], la probabilité qu'un nombre plus petit que x,

choisi au hasard, soit premier est alors 7z(x)/x.

o Dans un intervalle [x, x+ux] il y a environ ua{x)/x nombres premiers.

o On peut estimer sur l'intervalle [x, x+ux], (avec ux petit), que chaque nombre 1/p vaut presque 1/x :

s L)1

XSpLX+ux v N X

o En utilisant le résultat d’Euler on a alors(inégahté des accroissements finis sur In(Inx))

1

XSpEx+ux v 1<p<x+ux v 1<p<x v

Y == D> == > —~lnln(x+ux)—lnlnxz “x

xlnx

X

o Les deux résultats donnent |7z(x) zl—
nx

o En fait Gauss améliore rapidement son résultat en estimant que

2x  2.3x
dt=L al
7(x) ~ Izln t=Li(x)= lnx+12x 18x+1n4x+

o Cest le « Théoreme des nombres premiers », démontré

(difficilement) en 1896 par J. Hadamard et C.-J. de La Vallée-Poussin.

18 -
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L'hypothese de Riemann: 1 M
-1

S

(=Y ~= [ £

S
neN"  p premier I-p
o Llidée géniale de Riemann : prendre s complexe | Alors zéta ne s’annule pour s réel que lorsque
=-2n,n=1, 2, 3,... zéros triviaux de zéta ; les autres zéros de zéta sont complexes, conjugués deux a
deux et avec une partie réelle comprise entre 0 et 1.

N
o Riemann définit une autre fonction,&(s) = %5(5 -\ ZF(%)C (s)qui s’annule pours = pets = 1—p,

ou pest un zéro de zéta : pet 1 — p sont symétriques par rapport au point (1/2, 0) et annulent tous
les deux zéta, reliant ainsi les nombres premiers aux zéros de zéta.

Es)=c 1 1-2 1—15

p,Im(p)>0 P —-pP module de zéta

o Finalement Riemann annonce qu’il pense que tous les zéros
complexes de zéta sont situés sur la droite Re(s)=1/2 et qu’il n’a pas
« fini » la démonstration.

0 1l serait a désirer, sans doute, que I'on eilt une démonstration rigoureuse de
cette proposition — néanmoins j'ai laissé cette recherche de cdté pour le
moment apres quelques essais infruc-tueux, car elle parait superflue dans le
but de notre étude.

o On cherche toujours...

odule de zeta, e(s
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yracuse
S

I'énoncé du probleme est enfantin : on prend un nombre x, sil est pair on le divise par 2, s’il est
impair on le multiplie par 3 et on ajoute 1, et on recommence.

o Par exemple 11 donne 34 puis 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. C’est simple, vous voyez que
la suite finit a 1. La conjecture est alors que de n'importe quel nombre que I'on parte, on arrive
toujours & 1 | Ce résultat a été vérifié au moins jusqu’a 3,2.10%6 par informatique.

o Syracuse est le nom d’une université américaine ol on a beaucoup travaillé sur cette question dont
I'origine est floue mais date des années 50.
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